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Введение
В Беларуси и за рубежом опубликовано 

много работ с математическим представле-
нием результатов аграрных опытов, направ-
ленных на установление взаимосвязи меж-
ду урожайностью и урожаеформирующими 
факторами [1–5]. Из-за отсутствия единой 
методики обработки опытных данных формы 
предлагаемых эмпирических зависимостей 

выбирались в виде полиномов совершен-
но произвольно и зависели в основном от 
предпочтений их авторов. Полученные с по-
мощью программ Excel такие эмпирические 
формулы иногда неправомерно назывались 
«математическими моделями», хотя обобща-
ющих выводов, кроме подтверждения нали-
чия взаимосвязи между рассматриваемыми 
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 Аннотация

Проанализированы различные варианты 
представления показателя водного режима 
растений в математической модели урожайности 
сельскохозяйственных культур. Показано, что лучшим 
для условий Беларуси является использование в качестве 
данного показателя месячных сумм атмосферных 
осадков. Результаты анализа распределения 
урожайностей сахарной свеклы по 10-летним данным 
Щучинского госсортоучастка (сахарная свекла NZ-
тип) подтвердили достаточно высокую точность 
математического моделирования. Коэффициент 
детерминации при сравнении измеренных и 
рассчитанных урожаев даже без учета атмосферных 
осадков составил 0,87. Учет водного фактора 
(атмосферных осадков) повысил данный коэффициент 
до 0,91. Моделирование связи урожайности сахарной 
свеклы с двумя урожаеформирующими факторами 
(пищевой режим и влага) позволило установить 
оптимальное распределение атмосферных осадков 
в течение вегетационного периода (май – сентябрь) 
с общей суммой за этот период 410 мм. По данным 
метеостанции «Щучин», наибольшее влияние на 
урожайность сахарной свеклы оказывают атмосферные 
осадки, выпадающие в начале вегетации (май – июнь).

Ключевые слова: математическое моделирова-
ние, факторы среды обитания растений, пищевой 
режим, увлажнение почвы, урожайность.

Abstract
A. P. Likhatsevich, G. V. Latushkina, A. A. Levkevich, 

A. V. Malyshko,  M. N. Titova
SELECTION OF THE WATER REGIME INDICATOR 

IN THE MATHEMATICAL MODEL OF SUGAR BEET YIELD
Various variants of the representation of the indicator 

of the water regime of plants in the mathematical model 
of crop productivity have been analyzed. It is shown that 
it is most approprite for the conditions of Belarus to use 
monthly precipitation amounts as this indicator. The results 
of checking the mathematical model of sugar beet yield 
according to the 10-year data of the Shchuchinsky State 
Export site (sugar beet of NZ-type) confirmed a sufficiently 
high accuracy of mathematical modeling. The coefficient of 
determination when comparing the measured and calculated 
yields, even without taking into account precipitation, was 
0,87. Taking into account the water factor (precipitation) 
increased this coefficient to 0,91. Modeling the relationship 
of sugar beet yields with two crop-forming factors (food and 
moisture) allowed us to establish the optimal distribution of 
precipitation during the growing season (May - September) 
with a total amount of 410 mm for this period. According to 
the Shchuchin weather station, it was found that precipitation 
falling at the beginning of the growing season (May – June) 
has the greatest impact on the yield of sugar beet.

Keywords: mathematical modeling, factors of plant 
habitat, food regime, soil humidification, crop.
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показателями, по ним сделать весьма слож-
но. Согласимся, что эти полиномы «…при лю-
бом коэффициенте детерминации не являются 
действительными моделями урожайности, по-
скольку не имеют физического смысла, а пред-
ставляют собой лишь формальное сглаживание 
данных конкретного эксперимента» [6].

В качестве теоретической основы модели-
рования урожая сельскохозяйственных культур 
нами предложена универсальная методика 
обработки данных агрономических опытов, 
основанная на физическом принципе баланса 
причинно-следственных взаимодействий в зам-
кнутой физической системе. На основе исполь-
зования данного фундаментального принципа 
и известных абсолютных законов земледелия 
(равнозначности и незаменимости, минимума, 
совокупного действия факторов окружающей 
среды) нами разработана математическая мо-
дель урожайности сельскохозяйственной куль-
туры, которая в простейшей интерпретации 
имеет форму параболы [7]:

2
opt

1
1max opt min /max

f fn iY iaiY f fi i i

  −  = −∏  
 −  =      

, (1)

где Y – фактический урожай культуры; 
Ymax – максимальный урожай культуры, до-

стижимый только при оптимальных значениях 
всех учитываемых факторов среды; 

Π – знак последовательного произведения 
функций (от i = 1 до i = n); 

n – число учитываемых в расчете факторов, 
влияющих на урожай; 

fopti  – оптимальная величина i-го фактора; 

аi – коэффициент, характеризующий сте-
пень влияния i-го урожаеформирующего фак-
тора на урожай; 

fi – фактическая величина i-го фактора; 
fmin/maxi – условный минимум (или макси-

мум) i-го фактора, при котором формирова-
ния урожая не происходит. 

Формула (1) является математической мо-
делью урожая в области его возрастания в диа-
пазоне (0,3‒1,0)Ymax [7]. Урожайность является 
функцией урожаеформирующих факторов 
(fi), которые не могут быть меньше/больше  
fmin/maxi. Ограничения области применения 
данной формулы объясняются упрощением 
до формы параболы более сложной матема-
тической модели урожайности сельскохозяй-
ственных культур, соответствующей фактиче-
скому распределению урожаев в критических 
условиях. В области Y < 0,3Ymax модель (1) про-
сто не работает.

Для использования предложенной форму-
лы в практических расчетах достаточно знать 
три опорные характеристики модели урожай-
ности: максимальную урожайность (Ymax), оп-
тимальные (fopti) и минимальные или макси-
мальные значения i-го урожаеформирующего 
фактора (fmin/maxi). 

Исходные положения, использованные 
нами при теоретических построениях, не свя-
заны с какими-либо ограничениями. Поэтому 
математическая модель урожая, представлен-
ная в виде криволинейной функции (1), спра-
ведлива в указанной области применения для 
любой сельскохозяйственной культуры в лю-
бых условиях ее возделывания, в том числе и 
для сахарной свеклы в условиях Беларуси. 

Моделирование урожаев сельскохозяйственных культур
Согласно результатам многолетних ис-

следований в Беларуси по биологической 
эффективности воздействия на урожай на 
первом месте находится уровень питания, на 
втором – почвенная влага, на третьем – тепло 
[7]. Модель (1) допускает учет влияния на уро-
жайность любого числа независимых факто-
ров. Вместе с тем расчеты показали, что даже 
снижение числа учитываемых урожаеформи-
рующих факторов с трех (питательный режим, 
влага, тепло) до двух (питательный режим, 
влага) снижает точность расчета по (1) несу-
щественно [7]. Поэтому считаем допустимым 

рассмотрение на первом этапе только двух-
факторного эксперимента с сахарной свеклой, 
при котором, согласно (1), будет обоснованна 
следующая форма математической модели 
урожайности:
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где Y2(max) – максимум урожая, полученный 
при учете 2 урожаеформирующих факторов 
среды обитания растений; 

F, S – показатели, характеризующие соот-
ветственно пищевой и водный режимы сель-
скохозяйственной культуры; 

аF, аS, – безразмерные коэффициенты, ха-
рактеризующие соответственно степень влия-
ния пищевого режима и влаги на урожай; 

Fopt, Sopt, – оптимальные количества пище-
вого и водного факторов, при которых дости-
гается максимум урожая; 

Fmin, Smin/max – граничные показатели, при 
которых урожай не формируется. 

Опорные показатели модели урожайности 
(Y2(max), аF, аS, Fopt, Sopt, Fmin, Smin/max) определя-
ются методом подбора с использованием дан-
ных (Y, F, S) за многолетний период. Метод 
подбора опорных показателей математиче-
ской модели урожая состоит в повторении вы-
числений по формуле (2) при разных опорных 
показателях до минимизации средних квадра-
тичных отклонений урожаев, вычисленных по 
(2), от урожаев, измеренных в поле, и реализу-
ется по схеме:
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1 min
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i n
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i
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n

=

=

−
δ = →

−

∑ èçì.

 ,           (3) 

где δ – среднее квадратичное отклонение 
урожаев, вычисленных по формуле (2), от уро-
жаев, измеренных в поле за n-летие; 

Yi – урожай, вычисленный по формуле (2) 
для условий i-го года; 

Yизм. i – фактический урожай, полученный в 
поле в условиях i-го года; 

i – порядковый номер года в многолетии; 
n – количество лет в расчетном ряду. 
Анализ многочисленных публикаций по-

казал, что выбор показателей, необходимых 
для наполнения цифровой информацией вы-
шеприведенной математической модели уро-
жая (2), не является тривиальной задачей. Так, 
исследователи, работавшие с разными куль-
турами (огурцы, сладкий перец, баклажаны, 
рассадный лук, озимая тритикале, ячмень), 
предлагали в качестве показателя пищевого 
режима различные варианты. Например, ис-
пользовалась доза внесения только азотных 
удобрений [4, 5, 8, 9]; расчеты велись и по 
суммарной дозе вносимых макроудобрений 
(NPK) [1–3]. Также успешно применялась сум-
марная доза питательных веществ, как содер-
жащихся в почве, так и вносимых с минераль-
ными удобрениями [9].

Оказалось, что при соблюдении ограниче-
ний по схеме опыта и его продолжительности 
можно вести расчет урожайности с использо-
ванием каждого из вышепредложенных пока-
зателей пищевого режима. Главное условие 
состоит в том, чтобы полевой агрономический 
опыт, имеющий целью установление зависи-
мости урожая культуры от урожаеформиру-
ющих факторов, включал не менее 4 вариан-
тов уровней питания с продолжительностью 
исследований не менее 4 лет. Только в этом 
случае при обработке полученных результатов 
можно корректно и эффективно использовать 
математическое моделирование [7].

Показатели водного режима растений
Показатели водного режима растений в 

научной литературе существенно различа-
ются. Например, В. А. Сиников в качестве ос-
новного показателя выбрал водопотребление 
растений. В результате анализа зависимостей 
урожайности от влагообеспеченности он по-
лучил расчетную зависимость [10]:

,        (4)
2

max
max

max
1 ,

E EY Y
E E

  − = −  −   KP

где Е, Еmax, ЕКР – водопотребление, соот-
ветствующее текущей (фактической), макси-
мальной и нулевой урожайности.

В своих расчетах В. А. Сиников подтвердил 
справедливость формулы (4) ссылкой на ре-
зультаты полевых исследований, выполнен-
ных в Киргизии и на Северном Кавказе и вклю-
чавших около 200 экспериментальных точек с 
разными культурами. Коэффициент корреля-
ции превысил 0,8.

В условиях орошения неоднократно пред-
лагалось использовать в качестве показателя 
водного режима предполивную влажность 
поч вы [1–5]. Н. Н. Семененко, анализируя ре-
зультаты полевых опытов, оперировал в каче-
стве такого показателя продуктивными влаго-
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запасами почвы [11]. В наших исследованиях в 
качестве показателя водного режима растений 
использовалась сумма атмосферных осадков, 
выпадающих за активный период вегетации 
[7]. При этом мы ссылались на исследование, 
автор которого отмечал определяющее вли-
яние температуры воздуха и атмосферных 
осадков на формирование урожая основных 
зерновых культур [12].

Рассмотрим данный вопрос с позиции вод-
ного баланса сельскохозяйственного поля. Об-
ратимся к водному балансу почвы:

WK = WH + αS – E + G,                 (5)
где WK – почвенные влагозапасы в корне-

обитаемом слое почвы в конце расчетного ин-
тервала; 

WH – почвенные влагозапасы в корнеоби-
таемом слое почвы в начале расчетного ин-
тервала; 

α – коэффициент, учитывающий использо-
вание растениями выпадающих атмосферных 
осадков (потери на поверхностный и внутри-
почвенный стоки за расчетный интервал); 

E – суммарное испарение (эвапотранспи-
рация) возделываемой культуры (потребле-
ние почвенной влаги из корнеобитаемого 
слоя почвы на транспирацию и эвапорацию за 
расчетный интервал); 

G – подпитка корнеобитаемого слоя почвы 
влагой из нижележащих почвенных слоев за 
расчетный интервал. 

Если учесть, что на автоморфных почвах 
подпиткой (G) можно пренебречь, водный 
баланс растений можно записать в более про-
стой форме:

E = ∆W+ αS,                             (6)
где ∆W – изменение влагозапасов в корне-

обитаемом слое почвы за расчетный интервал 
времени:

∆W = WH – WK.                          (7)
Если расчетный интервал достаточно про-

должителен, в условиях Беларуси будет со-
блюдено приблизительное равенство: 

WH ≈ WK.                                (8)

Следовательно, 
E ≈ αS.                                    (9) 

С учетом (8) и (9) из формулы В. А. Синико-
ва (3) получим выражение, в котором фигури-
руют только атмосферные осадки:

2

opt
max

opt min/max
1

S S
Y Y

S S

  − ≈ −  −   
 .   (10) 

Таким образом, можем отметить, что каж-
дый из составных элементов водного режима 
растений (5) может быть показателем в мате-
матической модели урожайности сельскохо-
зяйственной культуры. Все зависит от условий 
конкретного опыта. Например, в орошаемом 
земледелии вполне приемлемо использова-
ние для этой цели предполивной влажности 
почвы, что показано выше. Но для сельскохо-
зяйственных культур, возделываемых в Бела-
руси, наиболее удобно в качестве показателя 
водного режима растений принять атмосфер-
ные осадки. Если рассматривать вод ный ба-
ланс (5) с позиций причинно-следственных 
связей, то именно атмосферные осадки фор-
мируют как режим почвенных влагозапасов, 
так и режим водопотребления растений. 
Кроме того, достоинство данного показате-
ля заключается в простоте его измерения и 
доступности получения соответствующей ин-
формации.

Оценка математической модели урожай-
ности сахарной свеклы с использованием дан-
ных Щучинского ГСУ и метеостанции «Щучин»

В базу данных включены суммы атмосфер-
ных осадков за месяцы вегетации по метео-
станции «Щучин» (табл. 1). Для реализации 
математической модели урожайности сахар-
ной свеклы (гибрид NZ-тип) использованы 
данные Щучинского госсортоучастка (ГСУ) 
(табл. 2). Его выбор основан на близости раз-
мещения метеостанции «Щучин» от Щучин-
ского ГСУ, что повышает достоверность базы 
данных относительно участка возделывания 
сахарной свеклы.

Обеспеченность растений питанием харак-
теризуется суммарным уровнем питания рас-
тений, включающим элементы, содержащие-
ся в почве и вносимые с удобрениями. Такой 
выбор обусловлен отсутствием различий в до-
зах вносимых удобрений под сахарную свеклу 
по годам (табл. 2).
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Установленные на участке возделывания 
сахарной свеклы значения содержания в поч-
ве гумуса (NП, %), фосфора (PП, мг/кг) и калия 
(KП, мг/кг) по стандартной методике в РУП 
«Опытная научная станция по сахарной свек-
ле» (г. Несвиж) переведены в размерность 
содержания действующих веществ на одном 
гектаре (NПPПKП, кг д. в./га). Для оценки влия-
ния на урожайность сахарной свеклы только 
содержания питательных элементов в почве 
и доз вносимых удобрений использован упро-
щенный вариант математической модели уро-
жайности сахарной свеклы:

     .         (11) 

2

opt

opt min2(max)
1

F FY
Y F F

  − −  −   
=

Путем многократного повторения вычисле-
ний подобраны опорные показатели элемен-
тарной модели (11) до выполнения условия 
(3) (табл. 3), и по ним рассчитана урожайность 
сахарной свеклы по суммарному содержанию 
питательных элементов в почве (NПPПKП) и до-

зам вносимых удобрений (NPK) для каждого 
года (табл. 4).

Таблица 3. Опорные показатели  
элементарной модели урожайности (11)

 Опорные показатели  
модели 

Значения опорных 
показателей 

Ymax, т/га 89,0
(NПPПKП + NPK)opt, кг д. в./га 4700
(NПPПKП + NPK)min, кг д. в./га 3600

δ, т/га 3,835
R2 0,873

На рис. 1 приведено сопоставление изме-
ренных в поле и вычисленных по упрощенной 
схеме (11) урожайностей сахарной свеклы.

Как свидетельствуют данные Щучинского 
ГСУ, уровень питания сахарной свеклы (NZ-
тип) приблизительно на 87 % определяет ее 
урожайность при среднеквадратичном откло-
нении (ошибке) расчета δ = 3,84 т/га и соответ-
ствующем коэффициенте детерминации R2 = 
0,873 (табл. 4, рис. 1).

Таблица 4. Расчет урожайностей сахарной свеклы по опорным показателям модели (11)

№ п/п Год Урожай 
Y, т/га

В почве 
NПPПKП

Внесено 
NPK

Всего  
NПPПKП + 

+ NPK
Расчет Y по 

(11)
∆Yi =  

Yi –Yизм.
(∆Yi)2

1 2011 88,5 4188 240 4428 83,6 -4,94 24,4
2 2012 86,5 4128 240 4368 80,9 -5,61 31,4
3 2013 77 4101 240 4341 79,5 2,52 6,4
4 2014 67,9 3900 240 4140 65,9 -1,97 3,9
5 2015 64,2 3900 240 4140 65,9 1,73 3,0
6 2016 67,6 3900 240 4140 65,9 -1,67 2,8
7 2017 66,6 3900 240 4140 65,9 -0,67 0,4
8 2018 77,4 4227 240 4467 85,0 7,61 57,9
9 2019 59,3 3813 240 4053 58,2 -1,09 1,2

10 2020 57,2 3813 240 4053 58,2 1,01 1,0
Сpеднее 71,2 3987 240 4227 Сумма -3,07 132,4

–
Среднеквадратичное отклонение δ, т/га 3,84

В % от средней урожайности 2011–2020 гг.: δ, % 5,4

Таблица 5. Опорные показатели модели (2)  
по данным Щучинского ГСУ и метеостанции «Щучин»

Показатели
Периоды учета атмосферных осадков

V V–VI V–VII V–VIII V–IX
Ymax, т/га 92 92 92 92 92

Дозы (opt), кг д. в./га 4700 4700 4700 4700 4700
Дозы (min), кг д. в./га 3600 3600 3600 3600 3600

Осадки (opt), мм 60 140 260 350 410
Осадки (max), мм 200 450 700 900 1100

δ, т/га 2,94 2,14 3,54 3,28 3,69
R2 0,918 0,963 0,894 0,906 0,883
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Рис. 1. Результаты расчета урожайности сахарной свеклы по упрощенной схеме (11):  
а – зависимость от суммарного питания;  

б – сопоставление расчетных и измеренных урожайностей

Рис. 2. Среднеквадратичные отклонения расчета урожайности сахарной свеклы по (2)  
при совместном учете уровня питания и атмосферных осадков за фиксированные периоды

Рис. 3. Повышение точности расчета урожайности сахарной свеклы  
при совместном учете уровня питания и атмосферных осадков 

а б
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Следующим этапом проверки работоспо-
собности математической модели урожайно-
сти сахарной свеклы (2) является совместный 
учет уровня питания и атмосферных осадков. 
В табл. 5 приведены опорные показатели мо-
дели (2), связывающей урожайность сахарной 
свеклы с содержанием питательных элемен-
тов в почве, дозами вносимых удобрений 
(данные Щучинского ГСУ) и атмосферными 
осадками, выпавшими в период вегетации са-
харной свеклы при aF = 1 и aS = 1.

На рис. 2 приведена диаграмма, которая 
показывает снижение среднеквадратичных 
отклонений расчета по периодам учета атмос-
ферных осадков.

Результаты расчета по установленным 
опорным показателям модели (2) приведены 
в табл. 6. 

Повышение точности расчета урожайно-
сти сахарной свеклы при совместном учете 
уровня питания и атмосферных осадков мож-
но количественно определить, разделив сред-
неквадратичные отклонения, полученные по 
формуле (11), на среднеквадратичные откло-
нения расчета, вычисленные по формуле (2) 
при aF  = 1 и aS = 1. На рис. 3 приведены гра-

фики, характеризующие повышение точности 
модели (2) по отношению к модели (11).

Из данных табл. 5 можно получить опти-
мальное помесячное распределение атмос-
ферных осадков для сахарной свеклы в Щу-
чинском ГСУ. В табл. 7 представлено сравнение 
оптимального и фактического распределений 
сумм атмосферных осадков по месяцам ве-
гетации сахарной свеклы, возделываемой на 
Щучинском ГСУ.

Как видим, в среднем за многолетие в Щу-
чине наблюдался дефицит влаги, снижающий 
урожайность сахарной свеклы.

Из полученных данных следует еще один 
вывод, который связан с особенностями фор-
мулы (2): с увеличением числа урожаефор-
мирующих факторов, учитываемых моделью, 
максимальная урожайность (Ymax) возрастает 
(табл. 3, 5). Кроме того, заметим, что увели-
чение числа урожаеформирующих факторов, 
учитываемых моделью, практически не влияет 
на величину других опорных показателей ма-
тематической модели урожая сахарной свек-
лы – оптимального уровня питания (NPKopt) и 
его минимума (NPKmin).

Выводы
1. Результаты расчетов урожайностей по 

данным Щучинского госсортоучастка подтвер-
ждают достаточно высокую точность предло-
женной математической модели урожайности 
сахарной свеклы. Коэффициент детермина-
ции (R2) при сравнении измеренных и рассчи-
танных урожаев без учета атмосферных осад-
ков составляет 0,873. 

2. По данным метеостанции Щучин, наи-
большее влияние на урожайность сахарной 
свеклы оказывают атмосферные осадки, вы-
падающие в начале вегетации (май – июнь). 
Учет водного факта повышает достоверность 
математической модели урожайности сахар-
ной свеклы с R2 = 0,87 до R2 = 0,91. При этом 

возрастает величина максимальной (потенци-
ально достижимой) урожайности (Ymax) испы-
тываемого гибрида сахарной свеклы (с 89 до 
92 т/га) и снижается среднеквадратичное от-
клонение с δ = 3,8 до δ = 3,3 т/га.

3. Моделирование связи урожайности 
сахарной свеклы с двумя урожаеформирую-
щими факторами (пищевой режим и влага) 
позволило установить оптимальное распреде-
ление атмосферных осадков в течение вегета-
ционного периода (май – сентябрь) с общей 
суммой за этот период 410 мм. Расчеты пока-
зали, что в среднем за десятилетие в Щучине 
наблюдался дефицит влаги, снижающий уро-
жайность сахарной свеклы.
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